Soluciones de los ejercicios del examen de Analisis Matencd
Primer curso de Ingenieria Informatica - Febrero de 2005

Ejercicio 1.

Dados los punto& = (0,3) y B=(2,2), calcula el B
camino mas corto para ir d& a B pasando por un
punto (x,0) del eje de abscisas. Debes de justificar
que el minimo calculado es un minimo absoluto.

Solucién.
Hay que calcular el minimo absoluto de la funcién

f(X) = VX2+9+4/(x—2)2+4
en el intervald0, 2].

Como la funcionf es continua y{0,2] es un intervalo cerrado y acotado, el teorema de valores
maximos y minimos de Weierstrass nos asegura que tiene bae &lgun puntog € [0,2] en el cual la
funcion f tiene un minimo absoluto €0, 2], es decir,f (Xp) < f(x) para todax e [0, 2]. Dicho puntoxg
es el que debemos calcular. El pumgopuede ser uno de los extremos del intervalo o un punto imterio
del intervalo.

Como la funcionf es derivable en todR y, en particular, es derivable &b 2| los extremos relativos
de f en]0,2[ deben ser ceros de la derivaffa Tenemos que

frx) = — X Xx—2  %/(x=22+4+ (x—2)V2+9
@+ /(x=22+4  V@+9y/(x—2)7+4

Por tanto, los ceros de la derivada son los puntos que variidgualdad

Xy/(X—2)2+4=(2-X)Vx2+9 = X*((x—2)?+4)=(x—23(X*+9) =
X(Xx—2)2 448 = (x— 22 +9(x—2)? — 4P=9(x—2)? = 5% -36x+36=0—

X_36i\/362—20><36 36++1/36x16 36+24
B 10 B 10 10

Obtenemos asi que la derivada se anula en el puaté que queda fuera del intervald, 2] y no nos
interesa, y en el puntg = 6/5¢€[0,2]. Para ver si en este punto hay un extremo absolutb efe[0, 2]
estudiaremos la variacién dé en dicho intervalo.

Como para todac [0, %[ y para todoke€]xg, 2] se tiene qud’(x) # 0, y f’ es continua, el teorema de
Bolzano implica qud’ tiene signo constante en cada uno de esos intervalos. €@flo< 0y f'(2) >0
se sigue que

f/(x) < 0 paratodoxe [0,x9] = f es estrictamente decreciente[@xo]
f/(x) > 0 para todox€]xg,2] — f es estrictamente creciente [gp, 2]
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Tenemos por tanto que:

0, f(x) > f
= B I S

Hemos probado asi que la funcibéralcanza un minimo absoluto ¢ 2] en el puntag = 6/5.
- 2

Ejercicio 2. SeaF : R — R la funcidén definida poF (x) = Ie‘t dt.
0

a) Calcula razonadament€ (x), paraxe R.

F
b) Calcula el limite Ilmu
x—0

1/2
c¢) Calcula una aproximacion dg(1/2) = f et dt medianteP;(1/2), dondePy(x) es el polinomio

de Taylor de orden 4 de ena=0.

Solucion.

a) Como la funciénf(t) = ~t* es continua en tod®, el Teorema Fundamental del Calculo nos dice
X

que la funcionk (x ff t)dt es una primitiva dd, es decirF’(x) = f(x) = e *".

b) Usando la regla de L'Hdpital, puesto que se trata de unaenu@tacion del tipo 00, tenemos que
Fl(x)-1 eX —1

. FxX)—x
[im ) = lim I

- -0
x>0 X2 x—=0  2X 2x—>0 X

donde en el Gltimo paso hemaos tenido en cuenta que el limite

2
. oeX -1
[im
x—0 X

es, por definicion, la derivada en= 0 de la funcionf(x) = e X y, por tanto, es igual d’(0) = 0.
Alternativamente, puede aplicarse otra vez la regla de pitdbpara calcular dicho limite porque sigue
siendo una indeterminacion del tipg@

¢) Tenemos que

F'(x)=eX, F'(x)=-2xe%, F"(x)=(—2+42)e*, FWx =(1x-8)e™

Fno) , F”0) FY0 , . X
> Xt g X' =x-3

Ps(X) = F(0) + F'(0)x+

_ 11 . -, .
Obtenemos facilmente qui(1/2) = 22 gue es la aproximacion pedida.
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Ejercicio 3. Seal la curva interseccion de la esfexd+y? +z%> =1 y el planox+y+ z= 1. Calcula
los puntos dé que estan més cerca y mas lejos del pyti@, 3). Justifica que los resultados obtenidos
son valores maximos y minimos absolutos.

Solucién. Se trata, claro esta, de un problema de extremos condicenaaes nos piden calcular el
minimo y el maximo absolutos de la funcigi(x— 1)2 + (x— 2)2+ (z— 3)2, que nos da la distancia de
un punto(x,y,z) al punto(1,2,3), cuando el puntdx,y,z) esté en la circunferencia interseccion de la
esferax?+y2+2z%2—1=0 con el planox+y+z— 1 = 0. A efectos de célculo, podemos ignorar la raiz
cuadrada y considerar la funcién

f(%Y,2) = (x—1)2+ (x—2)* + (z— 3)?
Tenemos dos condiciones. Formamos la funcion de Lagrange.
FOGY,ZM W) = (X—1)2 4+ (Xx— 22+ (2— 32+ A(XP+y2 + 22 — 1)+ pu(x+y+2z—1)
Calculamos los puntos criticos de la funcién de Lagrange.

oF

= = 2(x—1) +2Ax+pu=0 1)
oF

oy = 20-2+2y+u=0 (2)
%_Z = 2(z-3)+2Az+u=0 3)
oF o 2 2 4

5 = CHyi+Z-1=0 (4)
oF

Haciendo la diferencia entre las ecuaciones (1) y (2), yeda#r (2) y (3) obtenemos:

Xx—=y)(2A+2)+2 = 0
(y—=20(2A+2)+2 = O

Estas ecuaciones implican que22 # 0 y también quéx —y)(2\ 4+ 2) = (y—2)(2\ + 2), por lo que
obtenemos que —y =y —z, es decirx = 2y — z Sustituyendo esta igualdad en la ecuacion (5), resulta
3y—1=0, por lo quey = 1/3. Por tanto la ecuacion (5) implica quer z= 2/3, esto esz=2/3—x.
Sustituyendo en la ecuacion (4) obtenemos que

1++/3
3

x2+:—$+(2/3—x)2 =0 <— W-6x—2=0=x=
Conocido el valor de& calculamos por la igualdadz = 2/3 — x. Obtenemos asi los puntos

A [1FV311-V3 p_ (1-V311+V3
- 3 '3 3 ’ - 3 '3 3

Como la funcionf es continua y la curvh es un conjunto cerrado (coincide con su frontera) y acotado
(esta contenido en la esfera unidad), es décies un compacto eR3, el teorema de Weierstrass de
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valores maximos y minimos asegura que tiene que haber pamfodonde la funciénf alcance un ma-
ximo y un minimo absolutos. Sabemos también, por el teorentaagrange para el célculo de extremos
condicionados, que dichos extremos deben ser puntososrifie la funcion de Lagrange. Concluimos
gue los puntos buscados tiene que ser necesariamente los punB. Para saber cual de ellos es el
méaximo y cual es el minimo absolutos evaluamos la funciémaoa puntos y obtenemos

4 4
fA =11+ —,  f(B)=11-—

Concluimos que en el puntdes el punto dé que esta més lejos del puntb 2,3) y el puntoB es el
punto del” que estd mas cerca del puriio2, 3).

Ejercicio 4. Calcula el volumen de la regiéon @& situada sobre el plan¥Y, que queda bajo la grafica
22
de la funcionz = a-x-y

CERvIEER es interior al cilindro(x — 1)? +y2 = 1y exterior al cilindrax? 4 y? = 1

Solucién. Representemos con la letala region deR® que se describe en el enunciado. Dicha region

VATV

=

45

%z
Y=

A

B\ \

<<\\N

~§\\\\‘}3\\\‘\V

es un conjunto de tipo | eR3 pues, representando pael conjunto deR? dado por

A={(xy)eR?: (x—1)2+y* <1, X¥*+y* > 1}

tenemos que

(proyeccion deQ sobre el plani)

Q=1{(xy2)eR3: (x )er<z<74_X2_y2
- 7y7 y ( 2+y2)3/2
Por tanto el volumen d&@ viene dado por la integral

4—x2—y?
_If (X2 +y2)32 d(x,y)
la cual se calcula facilmente. Pasando a coordenadas ptdsiemos que

[(G)see
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Figura 1: El conjuntA

dondeB es el conjunto dado por
={(p,8)eR"x]—m m: (pcosd,psend) eA} = {(p,9) eR* x] - 1< p < 2cos¥} =

={(p,8)eR"x]—mm: 1< p<2cosy, cosd >1/2} =
={(p,9): 1<p<2cos9, —T/3<9 <1/3}

Por tanto
/3 12cosd /3 p=2cos?
jj(i‘—l>d(p,8): f [ f <f—1>dp]d3: f [1—2cos,9—ﬂ] a9 =
5 \P w3l 1 P -1y3 Plp=1
/3 /3
2 101t
= f/g (5—2c039——cosﬁ> d9 = =~ —2v3-2 j —d8
—TT

Todo lo que queda es calcular la integral Ultima. Se tratandetipica y sencilla integral racional trigo-
nomeétrica que es impar en coseno. Sabemos que el cambioadeser® =t la racionaliza. Aprove-
chamos también que la funcién coseno es par.
3 3 3
Tj/ 1 49 — 2]} cosd T[/ cosd 49 —
cosd co2(9) 1-— ser?( )

-11/3

iz Bz, L

[ e (2)

|_12" 23 2|og<2:\g>

Finalmente obtenemos
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